
Méthodes Quantitatives III :

3. Statistiques multivariées et géométrie

Guillaume Guex guillaume.guex@unil.ch

mailto:guillaume.guex@unil.ch


La matière

Pages du polycopié : 25 - 34
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Tableau de données

Un tableau de données

numériques peut être

représenté par une matrice

X = (xij) de dimensions

(n × p).

Chaque ligne représente un

individu, chaque colonne une

variable, et les cases

contiennent les scores xij .

Ici, il s’agit d’un tableau de

notes (fictives) de n = 50

élèves sur p = 8 branches.
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Espace des individus, espace des variables

Cette matrice X peut se décomposer en :

• n vecteurs-lignes, représentant n vecteurs dans Rp. C’est l’espace

des individus.

• p vecteurs-colonnes, représentant p vecteurs dans Rn. C’est

l’espace des variables.

X =

 3 −4

−3 2

2 1


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Statistiques multivariée et géométrie

On peut donc, pour résoudre un problème de statistiques

multivariées, le traduire en problème géométrique.

Statistique Géométrie

Problème statistique
traduction→ Problème géométrique

↓
Solution statistique

traduction← Solution géométrique
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Problème dans l’espace des individus ou espace des variables

On travaillera parfois dans l’espace des individus, parfois dans

l’espace des variables.

Par exemple, la régression simple y? = ax + b peut se voir comme :
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La moyenne : solution algébrique

Problème : si on a une variable x = {x1, . . . , xn}, comment faire

pour la résumer au mieux en un seul chiffre ?

Précision : � au mieux � n’est pas clair, il faut définir un critère

précis. On veut la valeur a qui minimise

n∑
i=1

(xi − a)2

(Il y a une raison à ce critère, c’est celui du maximum de vraisemblance)

Solution algébrique : par le principe de Huygens, on a

n∑
i=1

(xi − a)2 =
n∑

i=1

(xi − x̄)2 + (x̄ − a)2 où x̄ :=
1

n

n∑
i=1

xi

On voit donc que cette quantité est minimale pour a = x̄ .
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La moyenne : traduction géométrique

Traduction géométrique : Trouver a qui minimise
∑n

i=1(xi − a)2 revient

à dire qu’il faut trouver un vecteur dans l’espace des variables de la

forme :

a1n = a

 1
...

1


tel que

d2(x, a1n) = ‖x− a1n‖2 =

∥∥∥∥∥∥∥
 x1 − a

...

xn − a


∥∥∥∥∥∥∥

2

=
n∑

i=1

(xi − a)2

soit minimal. Il s’agit donc de trouver le vecteur sur l’hyperplan

M(1n) le plus proche de x.
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La moyenne : traduction géométrique
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La moyenne : solution géométrique

Solution géométrique : Le vecteur le plus proche est la

projection de x sur M(1n). On calcule la matrice de projection :

P = 1n(1′n1n︸︷︷︸
=n

)−11′n =
1

n
1n1′n

Avec

Jn := 1n1′n =

 1 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 1


La matrice de projection s’écrit P = 1

nJn. On a donc :

x? = Px = 1n

(
1

n
1′nx

)
︸ ︷︷ ︸

=x̄

= x̄1n

On tombe bien sur la même solution, a = x̄ .
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La variable centrée

Centrer une variable x revient à chercher :

xc := x− x̄1n = x− x? = x− Px

La variable centrée est donc le résidu e := x− x? de la projection sur

M(1n) :

Il s’agit aussi de la projection sur l’hyperplan orthogonal à 1n :

xc = Hx = (I− 1

n
1n1′n)x

La matrice H := I− 1
n1n1′n s’appelle la matrice de centration.
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La variable centrée
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La variance

La variance empirique se définit comme :

var(x) :=
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

D’une point de vue géométrique :

var(x) :=
1

n

n∑
i=1

(xi−x̄)2 =
1

n

∥∥∥∥∥∥∥
 x1 − x̄

...

xn − x̄


∥∥∥∥∥∥∥

2

=
1

n
‖x−x̄‖2 =

1

n
‖xc‖2

Il s’agit donc du carré de la norme du vecteur centré (divisé par

n).
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La covariance

Soient deux variables, x et y. La covariance se définit comme :

cov(x, y) :=
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

D’un point de vue géométrique :

cov(x, y) :=
1

n

n∑
i=1

(xi− x̄)(yi− ȳ) =
1

n

n∑
i=1

xci y
c
i =

1

n
(xc)′(yc) =

1

n
(xc , yc)

Il s’agit donc du produit scalaire entre les deux vecteurs centrés xc

et yc (divisé par n). On a donc :

cov(x, y) =
1

n
‖xc‖‖yc‖ cos(α)

avec α l’angle entre les deux vecteurs centrés xc et yc .
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La corrélation

Soient deux variables, x et y. La corrélation se définit comme :

rxy = corr(x, y) :=
cov(x, y)√
var(x)var(y)

D’un point de vue géométrique :

rxy =
cov(x, y)√
var(x)var(y)

=
1
n‖x

c‖‖xc‖ cos(α)
1
n‖xc‖‖yc‖

= cos(α)

La corrélation est donc le cosinus de l’angle formé par les vecteurs

centrés xc et yc .
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La corrélation
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La corrélation : interprétation

En sachant que rxy = cos(α), on voit bien que.

• La corrélation est toujours dans [−1, 1].

• rxy = 0 ssi α = 90◦, c’est-à-dire que les vecteurs xc et yc sont

perpendiculaires.

• rxy = 1 ssi α = 0, c’est-à-dire que les vecteurs xc et yc sont

dans la même direction.

• rxy = −1 ssi α = 180◦, c’est-à-dire que les vecteurs xc et yc

sont dans des directions opposées.

• rxy = ±1 ssi yc = axc ssi y = ax + b (avec a > 0 ssi rxy = 1

et a < 0 ssi rxy = −1).
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Statistiques multivariée et géométrie : résumé

Statistique (variables x, y) Géométrie (vecteurs x, y)

variable x à n scores vecteur x à n composantes

vecteur centré xc = x− x̄ résidu de la projection de x sur la droite des constantes

variance de x carré de la norme de xc

écart-type de x norme de xc

standardiser x normer xc

covariance de x et y produit scalaire de xc et yc

correlation de x et y cosinus de l’angle entre xc et yc

rxy = ±1 xc et yc parallèles (y = ax + b)

rxy = 0 xc et yc perpendiculaires
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La matrice de variance-covariance

Définition

Soient p variables x1, . . . , xp dans Rn. La matrice de

variance-covariance, notée Σ = (skl), est la matrice p× p définie par :

skl := cov(xk , xl) skk = var(xk) = s2
k

où sk =
√

var(xk) désigne l’écart-type de xk .

Si l’on utilise la matrice des données centrées, i.e.

Xc =

 xc1 xc2 · · · xcp


on a :

Σ :=
1

n
(Xc)′(Xc)
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La matrice de corrélation

Définition

Soient p variables x1, . . . , xp dans Rn. La matrice de corrélation,

notée R = (rkl), est la matrice p × p définie par :

rkl := corr(xk , xl) =
sjk
sjsk

Si l’on utilise la matrice des données standardisées, i.e.

Xs =

 xs1 xs2 · · · xsp


On a :

R :=
1

n
(Xs)′(Xs)

Σ et R sont symétriques et positives semi-définies.
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Matrice de covariance et corrélation : exemple

Pour le jeu de données des notes, on a la matrice de covariance :

et de corrélation :
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La régression multiple

Problème : Soient la variable y et les variables x1, . . . , xp dans Rn. Le

but est de trouver les b0, b1, . . . , bp tels que y? = b0 + b1x1 + . . .+ bpxp
soit le plus proche de y.

Précision : � le plus proche � est mal défini. Il s’agit de minimiser les

moindres carrés ou la somme des résidus ei au carré
n∑

i=1

e2
i =

n∑
i=1

(yi − y?
i )2 avec y?

i = b0 + b1xi1 + . . .+ bpxip

Traduction géométrique : y? est une combinaison linéaire de

1n, x1, . . . , xp et fait donc partie de l’hyperplan M(1n, x1, . . . , xp). Il faut

donc trouver le vecteur de cet hyperplan tel que :
n∑

i=1

(yi − y?
i )2 = ‖y − y?‖2 = ‖e‖2

soit minimal. Il s’agit du plus proche vecteur de l’hyperplan

M(1n, x1, . . . , xp).
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La régression multiple : solution

Solution géométrique : En posant la matrice :

X :=

 1n x1 x2 · · · xp


La matrice de projection sur l’hyperplan est :

P := X(X′X)−1X′

On a donc :

y? = Py = X(X′X)−1X′y

Soit b = (bi ) le vecteur contenant les coefficients de régression. On a

alors :

y? = Xb⇒ b = (X′X)−1X′y

22



La régression multiple : géométrie

• e est orthogonal à tous les prédicteurs, donc ē = 0, corr(e, xk ) = 0 et

corr(e, y?).

• Le triangle de sommets ȳ, y? et y est rectangle en y?. On a donc :

‖yc‖2 = ‖(y?)c‖2 + ‖e‖2

var(y) = var(y?) + var(e)

variance totale = variance expliquée + variance résiduelle

• Le coefficient de corrélation multiple R peut se définir comme :

R := cos(α) = corr(y, y?)

On a R2 = var(y?)
var(y)

= variance expliquée
variance totale

= prop. variance expliquée
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Le coefficient de corrélation partielle

Problème : Soient trois variables x, y et z de Rn. On aimerait un

indice de corrélation entre x et y tel que l’effet de z n’est pas

pris en compte.

Précision : qu’est-ce que � l’effet de z �. On peut se placer dans

le cadre de la régression. Les parties expliquées par z de x et y

sont respectivement

x? = axz + bx y? = ayz + by

On cherche donc à calculer :

corr(x− x?, y − y?)

Notez que comme corr(x, y) = corr(ax + b, cy + d), les bx et by

ne sont pas nécessaires et on peut travailler avec les variables

standardisées.
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Le coefficient de corrélation partielle : résolution géométrie

• corr(x, y) = cos(γ) corr(x, z) = cos(α) corr(y, z) = cos(β).

• x?? et y?? sont les parties résiduelles, non-expliquées par z.

• Le coefficient de corrélation partielle est

rx,y|z = corr(x, y|z) := corr(x??, y??) = cos(δ)

• On trouve (géométrie sphérique)

rx,y|z =
cos(γ)− cos(α) cos(β)√
1− cos2(α)

√
1− cos2(β)

=
rxy − rxzryz√

1− r2
xz

√
1− r2

yz

• rx,y|z est le cosinus entre M(x, z) et M(y, z).
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La généralisation du coefficient de corrélation

Plus généralement, si l’on note M123 l’hyperplan engendré par 1n, x1, x2, x3 et

∠(M,N) l’angle entre deux hyperplans M et N, on a :

• La corrélation simple : r12 = cos(∠(M1,M2)).

• La corrélation partielle : r12|3 = cos(∠(M13,M23)).

• La corrélation partielle vs 2 variables : r12|34 = cos(∠(M134,M234)).

• La corrélation multiple, 1 critère vs multiples prédicteurs :

r1|234 = cos(∠(M1,M234)).

• La corrélation canonique de multiples variables vs multiples variables

qui s’interprète comme � dans quelle mesure les deux jeux de données

mesurent des choses similaires � : r123|456 = cos(∠(M123,M456)).
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