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Espace des individus, espace des variables

Cette matrice X peut se décomposer en :

e n vecteurs-lignes, représentant n vecteurs dans RP. C'est |'espace
des individus.

e p vecteurs-colonnes, représentant p vecteurs dans R". C'est
I'espace des variables.

- |
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Statistiques multivariée et géométrie

On peut donc, pour résoudre un probléme de statistiques
multivariées, le traduire en probléeme géométrique.

Statistique

traduction

‘ Probleme statistique‘ — ‘ Probleme géométrique‘
+
. - traduction . 7 _r
‘Solutlon statlsthue‘ &~ ’Solutlon geometrlque‘
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Probleme dans I'espace des individus ou espace des variables

On travaillera parfois dans I’espace des individus, parfois dans
I’espace des variables.

Par exemple, la régression simple y* = ax + b peut se voir comme :

. Y,
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La moyenne : solution algébrique

Probléeme : si on a une variable x = {xq, ..., x,}, comment faire
) )
pour la résumer au mieux en un seul chiffre?

Précision : < au mieux > n'est pas clair, il faut définir un critére

précis. On veut la valeur a qui minimise

Y (xi—a)
i=1

(Il'y a une raison a ce critere, c'est celui du maximum de vraisemblance)
Solution algébrique : par le principe de Huygens, on a

n n

D (xi—a)?=> (xi— %)+ (x—a) ob z;:i;x,-

i=1 i=1

On voit donc que cette quantité est minimale pour a = X.
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La moyenne : traduction géométrique

. - - . . . . . n 2 .
Traduction géométrique : Trouver a qui minimise )., (x; — a)° revient
a dire qu'il faut trouver un vecteur dans I'espace des variables de la

forme :

1

al,=a :

1
tel que

X —a
d?*(x,al,) = ||x — al,||® = . (x, —a)?
i=1

soit minimal. Il s'agit donc de trouver le vecteur sur I"hyperplan
M(1,) le plus proche de x.
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La moyenne : traduction géométrique

X*
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La moyenne : solution géométrique

Solution géométrique : Le vecteur le plus proche est la
projection de x sur M(1,). On calcule la matrice de projection :

P=1,(1,1,)"11 = 11,,1;
N~ n

Avec

J,=1,1 = : :
1 ... 1
La matrice de projection s'écrit P = %J,,. On a donc :

1 _
x*=Px=1,(-1x)=x1,
n
=x
On tombe bien sur la méme solution, a = X. S
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La variable centrée

Centrer une variable x revient a chercher :
x¢:=x—Xx1,=x—x"*=x—Px

La variable centrée est donc le résidu e := x — x* de la projection sur
M(1,) :

0 M)

Il s’agit aussi de la projection sur I’hyperplan orthogonal a 1, :
1
x*=Hx= (- ;lnlg)x

La matrice H .= 1| — %1,,1;7 s'appelle la matrice de centration.
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La variable centrée

WX
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La variance

La variance empirique se définit comme :

n

var(x) 1= %Z(x,- — %)?

i=1
D'une point de vue géométrique :
_ 2
1 i T 1 1
e 22t : = D lle—xl2 — T xc2
var) = 3 0o = | x5 = ||
i=1 Xp — X

Il s'agit donc du carré de la norme du vecteur centré (divisé par

n).
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La covariance

Soient deux variables, x et y. La covariance se définit comme :

cov(x,y) := % Z(Xi - X)(vi — )
i—1

D’un point de vue géométrique :

n<
i=1

covlx,y) = 3 (iR~ 7) = = DXy = (V) = (c,¥)
i=1

Il s'agit donc du produit scalaire entre les deux vecteurs centrés x¢
et y© (divisé par n). On a donc :

1
cov(x,y) = —[[x“|[[ly“[| cos(c)
avec « l'angle entre les deux vecteurs centrés x© et y°.
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La corrélation

Soient deux variables, x et y. La corrélation se définit comme :

Fy = COFI’(X,y) = M
var(x)var(y)
D’un point de vue géométrique :
_cov(x,y) _ pllxelllixl[cos(a)
Iy = - T c = COS(Ck)
var(x)var(y) Ay

La corrélation est donc le cosinus de I'angle formé par les vecteurs
centrés x° et y°.
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La corrélation
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La corrélation : interprétation

En sachant que ryy = cos(a), on voit bien que.

e La corrélation est toujours dans [—1,1].

o ryy = 0 ssi a =90° c'est-a-dire que les vecteurs x et y© sont
perpendiculaires.

® ryy = 1 ssia =0, c'est-a-dire que les vecteurs x° et y° sont

dans la méme direction.

® ryy = —1ssi a = 180°, c'est-a-dire que les vecteurs x° et y©

sont dans des directions opposées.

® ryy =+1ssiy® =axssiy=ax+b(aveca>0ssiry=1
et a < 0 ssi ryy = —1).
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Statistiques multivariée et géométrie : résumé

Statistique (variables x, y) ‘ Géométrie (vecteurs X, y)
variable x a n scores vecteur x a n composantes
vecteur centré x© = x — X | résidu de la projection de x sur la droite des constantes
variance de x carré de la norme de x©
écart-type de x norme de x¢
standardiser x normer x©
covariance de x et y produit scalaire de x¢ et y©
correlation de x et y cosinus de I'angle entre x¢ et y©
ry = £1 x¢ et y© paralleles (y = ax + b)
Iy =0 x¢ et y¢ perpendiculaires
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La matrice de variance-covariance

Définition
Soient p variables xi,...,x, dans R". La matrice de
variance-covariance, notée X = (sy/), est la matrice p x p définie par :
. 2
Ski := cov(Xk, X;) Skk = var(xx) = s

ol s, = y/var(xy) désigne I'écart-type de xi.

Si I'on utilise la matrice des données centrées, i.e.
X=1 x§|x5]--- |x¢
= 1| X2
ona:
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La matrice de corrélation

Définition
Soient p variables xi,...,x, dans R”. La matrice de corrélation,

notée R = (ry), est la matrice p x p définie par :

ik

Ik i= corr(Xg, X;) = P
j

Si I'on utilise la matrice des données standardisées, i.e.

X$: xi x; X

SR

R =~ (X°)(X)

3. et R sont symétriques et positives semi-définies.
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Matrice de covariance et corrélation : exemple

Pour le jeu de données des notes, on a la matrice de covariance :

fran. geo. phys. chim. hist. math. philo. all.

francais 272 070 0.63 1.17  1.46 1.09 1.09 1.45
geographie 0.70 341 1.04 1.80 2.03 1.59 0.69 2.13
physique 0.63 1.04 294 210 191 153 0.37 212
chimie 117 180 210 334 243 177 0.71 270
histoire 146 203 191 243 560 1.09 0.77 3.23
mathematiques  1.09 1.59 1.53 1.77 1.09 3.06 0.72 1.34
philosophie 1.09 069 037 071 077 0.72 271 -0.23
allemand 145 213 212 270 3.23 1.34 -0.23 539

et de corrélation

fran. geo. phys. chim. hist. math. philo. all.

francais 1.00 023 022 039 037 038 0.40 0.38
geographie 023 100 033 053 046 049 023 050
physique 022 033 100 067 047 051 0.13  0.53
chimie 039 053 067 1.00 056 056 023 0.64
histoire 037 0.46 047 056 1.00 0.26 0.20 0.59
mathematiques  0.38 0.49 0.51 056 0.26 1.00 0.25 0.33
philosophie 040 023 013 023 020 025 1.00 -0.06
allemand 038 050 053 064 059 033 -006 1.00
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La régression multiple

Probléme : Soient la variable y et les variables xy,...,x, dans R". Le
but est de trouver les by, by, ..., by tels que y* = by + bixy + ...+ byx,
soit le plus proche de y.

Précision : < le plus proche > est mal défini. Il s’agit de minimiser les
moindres carrés ou la somme des résidus ¢; au carré

n n
Z e? = Z(y,- —y*)? avec yi = bo+ bixip + ...+ bpxip
i=1 i=1

Traduction géométrique : y* est une combinaison linéaire de
1,,x1,...,x%p et fait donc partie de I'hyperplan M(1,,x:,...,x,). |l faut
donc trouver le vecteur de cet hyperplan tel que :
n
S0P =Ny~ I = el
i=1
soit minimal. Il s'agit du plus proche vecteur de I'hyperplan

M(1,,%1,...,Xp). UM
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La régression multiple : solution

Solution géométrique : En posant la matrice :
X := (x| x| | %

La matrice de projection sur I’hyperplan est :
P .= X(X'X)"1X’

On a donc :
y* =Py = X(X'X)" X'y

Soit b = (b;) le vecteur contenant les coefficients de régression. On a

alors :

y* =Xb=|b=(X'X)"'Xy

UNIL | Universite de Lausanne
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La régression multiple : géométrie

e e est orthogonal a tous les prédicteurs, donc @ = 0, corr(e,xx) =0 et
corr(e, y*).

e Le triangle de sommets y, y* et y est rectangle en y*. On a donc :

llyel? = ll(y*)<lI? + llell?
var(y) = var(y*) + var(e)
variance totale = variance expliquée + variance résiduelle

e Le coefficient de corrélation multiple R peut se définir comme :

R := cos(a) = corr(y, y*)

2 var(y*) variance expliquée : iaué uniL
R - | Université de Lausanne
On a var(y) Variance totale prop. variance expllquee
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Le coefficient de corrélation p

Probleme : Soient trois variables x, y et z de R”. On aimerait un
indice de corrélation entre x et y tel que I'effet de z n’est pas
pris en compte.

Précision : qu'est-ce que < |'effet de z >. On peut se placer dans
le cadre de la régression. Les parties expliquées par z de x et y
sont respectivement

xX* = a,z + by y*=a,z+ b,
On cherche donc a calculer :
corr(x — x*,y — y*)

Notez que comme corr(x,y) = corr(ax + b, cy + d), les by et b,
ne sont pas nécessaires et on peut travailler avec les variables
standardisées.
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Le coefficient de corrélation partielle : résolution géométrie

e corr(x,y) = cos(y) corr(x,z) = cos(a) corr(y,z) = cos(3).
e X** et y** sont les parties résiduelles, non-expliquées par z.
e Le coefficient de corrélation partielle est

Iyylz = corr(x, y|z) := corr(x**, y**) = cos(9)
e On trouve (géométrie sphérique)
_ cos(y) — cos(a) cos(3) Iy — rxzlyz

fovle = V1= cos?(a)y/1— C°52(6) V1—rg\/1-1}

® ryylz est le cosinus entre M(x,z) et M(y,z).
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La généralisation du coefficient de corrélation

Plus généralement, si I'on note Mi23 I'hyperplan engendré par 1,,x1, X2, X3 et
Z(M, N) I'angle entre deux hyperplans M et N, on a :

e La corrélation simple : r» = cos(£(Mr, Ma)).

o La corrélation partielle : rp3 = cos(Z(Mis, Ma3)).

o La corrélation partielle vs 2 variables : ri534 = cos(£(Miza, Ma3s)).

e La corrélation multiple, 1 critére vs multiples prédicteurs :
nj234 = COS(l(Mh M234))-

e La corrélation canonique de multiples variables vs multiples variables
qui s'interprete comme < dans quelle mesure les deux jeux de données
mesurent des choses similaires > : ris3456 = cos(Z(Mhi2s, Mase)).
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