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La table de contingence



L’analyse des correspondances

L’analyse des correspondances (AC ou AFC en français, CA en

anglais) est la troisième méthode factorielle que nous allons voir

(après l’ACP et le MDS).

Elle se base sur la décomposition spectrale d’une matrice et

permet la représentation graphique de données.

Celle-ci s’utilise majoritairement sur des données contenues dans

une table de contingence, et permet une représentation

simultanée des lignes et des colonnes.
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La table de continence

Les données initiales sont généralement une table de contingence

de taille (m1 ×m2), issu de deux variables catégorielles X et Y

avec, respectivement, m1 et m2 modalités :

n11 n12 · · · n1m2 n1•

n21 n22 · · · n2m2 n2•
...

...
. . .

...
...

nm11 nm12 · · · nm1m2 nm1•

n•1 n•2 · · · n•m2 n•• = n

On a :

nik := ≪ nombre d’individus de modalités i pour X et k pour Y . ≫
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Les poids relatifs

De cette table, on peut déduire les poids relatifs des lignes,

notés fi et les poids relatifs des colonnes, notés ρk avec

fi =
ni•
n

ρk =
n•k
n

n11 n12 · · · n1m2 n1• f1

n21 n22 · · · n2m2 n2• f2
...

...
. . .

...
...

...

nm11 nm12 · · · nm1m2 nm1• fm1

n•1 n•2 · · · n•m2 n•• = n 1

ρ1 ρ2 · · · ρm2 1
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La table de continence : exemple

Exemple : flux migratoires entre des pays européens du sud vers

des pays européens du nord en 1965

Y = origine k → Grèce Turquie Yougoslavie Portugal Espagne Italie total f

X = destination i ↓

Allemagne 187 133 65 14 183 372 954 .37

France 5 8 20 103 346 340 822 .32

Suisse 7 4 4 1 79 500 595 .23

Pays-Bas 2 6 1 1 6 8 24 .01

Belgique+Luxembourg 8 7 0 2 32 95 144 .06

Autriche 2 5 19 0 2 3 31 .01

Suède 0 0 5 0 0 5 10 .004

total 211 163 114 121 648 1323 2580 1

ρ .08 .06 .04 .05 .25 .51 1
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La table théorique et les quotients d’indépendance

La table théorique ou table d’indépendance s’obtient en

supposant que X et Y sont indépendants, i.e. :

ntheoik := n · fiρk =
ni•n•k

n

À partir de cette table théorique, on peut calculer les quotients

d’indépendance de la façon suivante :

qik :=
nik
ntheoik

=
nikn

ni•n•k

Ce quotient supprime l’effet de taille de la case et exprime :

• Une attraction mutuelle entre i et k si qik > 1

• Une répulsion mutuelle entre i et k si qik < 1

• Une neutralité mutuelle entre i et k si qik ≃ 1
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Les quotients d’indépendance : exemple

Exemple : flux migratoires (suite)

origine k → Grèce Turquie Yougoslavie Portugal Espagne Italie moyenne pondérée

destination i ↓

Allemagne 2.40 2.21 1.54 0.31 0.76 0.76 1

France 0.07 0.15 0.55 2.67 1.68 0.81 1

Suisse 0.14 0.11 0.15 0.04 0.53 1.64 1

Pays-Bas 1.02 3.96 0.94 0.89 0.995 0.65 1

Belgique+Lux. 0.68 0.77 0 0.30 0.88 1.29 1

Autriche 0.79 2.55 13.87 0 0.26 0.19 1

Suède 0 0 11.32 0 0 0.98 1

moyenne pondérée 1 1 1 1 1 1 1

Les moyennes pondérées des quotients (sur les lignes ou les

colonnes), sont toujours égales à 1 :

m1∑
i=1

fiqik = 1

m2∑
k=1

ρkqik = 1
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MDS sur les lignes



La dissimilarité du chi2

Pour commencer, on va se concentrer sur les lignes.

Si l’on cherche à représenter les lignes, la manière la plus évidente

consiste à faire un MDS pondéré à partir de la dissimilarité du

chi-carré entre ces dernières. Pour rappel :

Dχ
ij =

m2∑
k=1

ρk(qik − qjk)
2

=

m2∑
k=1

n•k
n

(
nikn

ni•n•k
−

njkn

nj•n•k

)2

C’est une dissimilarité euclidienne carrée.
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La dissimilarité du chi2 : exemple

Exemple : flux migratoires (suite)

Dχ =



0 1.22 1.19 .40 .62 7.17 5.17

1.22 0 1.02 1.27 .61 9.28 6.18

1.19 1.02 0 1.62 .15 9.83 5.81

.40 1.27 1.62 0 .92 7.80 6.17

.62 .61 .15 .92 0 9.42 5.98

7.17 9.28 9.83 7.80 9.42 0 1.08

5.17 6.18 5.81 6.17 5.98 1.08 0


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Le chi2 et le phi2

L’inertie de la configuration ∆ est égale à :

∆ :=
1

2

∑
ij

fi fjD
χ
ij =

chi2

n
= ϕ2

où le phi-carré, ϕ2, est une mesure de dépendance entre X et Y

invariante par rapport à n. L’inertie peut aussi s’écrire comme :

∆ :=
n∑

i=1

fiD
χ
i0

Ici, le centre de la configuration 0 est le profil moyen avec

q01 = q02 = . . . = q0m2 = 1. On peut faire l’interprétation suivante :

Dχ
i0 = ≪ contribution de i dans le ϕ2 ≫

on appelle alors Dχ
i0 l’atypicité de i .
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Aggrégation

La dissimilarité du chi2 est également invariante par aggrégation,

c’est-à-dire que si l’on a deux profils i et i ′ identiques, i.e. :

qi1 = qi ′1 qi2 = qi ′2 . . . qim2 = qi ′m2

On peut les combiner et faire une nouvelle ligne, y , avec un poids

de :

fy = fi + fi ′

On aura alors :

Dχ
yj = Dχ

ij = Dχ
i ′j pour tout j
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MDS sur les lignes

Le MDS pondéré sur les lignes à partir des distances Dχ se fait

en calculant la matrice des produits scalaire pondérée :

K = F
1
2BF

1
2 B = −1

2HDχH′

que l’on décompose spectralement :

K = UΛU′

afin de reconstituer des coordonnées avec :

xiα =

√
λα√
fi
uiα
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MDS sur les lignes : propriétés

Ce MDS a plusieurs particularités :

• Le nombre de valeurs propres non-nulles, r vérifie :

r < min(m1 − 1,m2 − 1)

• L’atypicité de i , Dχ
i0 peut se calculer avec :

Dχ
i0 =

r∑
α=1

x2iα

elle est égale à la norme au carré du vecteur xi .

• Le pourcentage d’inertie s’obtient avec :

λα∑r
α=1 λα

= % de ∆ expliquée par le facteur α

Comme ∆ = chi2/n, c’est aussi le pourcentage de dépendance

entre X et Y exprimé par α.
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Pourcentage d’inertie : exemple

Summary

.495 .245 .511 .511

.379 .144 .301 .812

.294 .086 .180 .992

.060 .004 .007 .999

.016 .000 .001 1.000
.479 1235.229 .000a 1.000 1.000

Dimension
1
2
3
4
5
Total

Singular
Value Inertia Chi Square Sig.

Accounted
for Cumulative

Proportion of Inertia

30 degrees of freedoma. 

Il y a 5 valeurs propres non-nulles, et les deux première composantes

représentent 81.2% de l’inertie totale (et donc du chi2).
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MDS sur les lignes : quantités dérivées

La contribution de la modalité i au facteur α, u2
iα s’exprime avec :

u2
iα =

fi
λα

x2
iα

m1∑
i=1

u2
iα = 1

≪ Dans la dimension α, comment est réparti l’inertie entre les différentes

modalités i ≫.

La contribution du facteur α à la modalité i , s2iα, appelé aussi cos2,

s’exprime avec :

s2iα :=
x2
iα∑r

α=1 x
2
iα

r∑
α=1

s2iα = 1

≪ Pour la modalités i , comment est réparti son inertie sur les différentes

dimensions α ≫

La communalité h2
i est ce dernier pourcentage, mais cumulé sur les q

premières dimensions :

h2
i =

q∑
α=1

s2iα
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Quantités dérivées : exemple

Overview Row Pointsa

.370 -1.100 .043 .122 .447 .001 .896 .001 .897

.319 .912 -1.135 .124 .265 .411 .523 .477 1.000

.231 .672 1.458 .104 .104 .490 .245 .679 .924

.009 -.880 -.393 .006 .007 .001 .307 .036 .344

.056 .357 .774 .007 .007 .033 .250 .691 .941

.012 -3.589 -2.257 .096 .155 .061 .394 .092 .486

.004 -1.942 -.764 .020 .015 .002 .179 .016 .196
1.000 .479 1.000 1.000

pays de destination
Allemagne
France
Suisse
Pays-Bas
Belgique + Lux.
Autriche
Suede
Active Total

Mass 1 2

Score in
Dimension

Inertia 1 2

Of Point to Inertia
of Dimension

1 2 Total

Of Dimension to Inertia of
Point

Contribution

Column Principal normalizationa. 

≪ Of Point to Inertia ≫ = contribution de la modalité i au facteur α.

≪ Of Dimension to Inertia of Point ≫ = cos2 ou contribution du facteur α à la

modalité i .

≪ Of Dimension to Inertia of Point (Total) ≫ = communalité sur les 2 premiers

facteurs.
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Dualité lignes-colonnes



Dualité lignes-colonnes

Le choix d’effectuer un MDS pondéré avec la dissimilarité du chi2

calculé sur les lignes est arbitraire. On peut aussi le faire entre

les colonnes. Dans ce cas, on aura :

D̃χ
kl =

m1∑
i=1

fi (qik − qil)
2

Ce qui donnera :

K̃ = F̃
1
2 B̃F̃

1
2 B̃ = −1

2H̃D̃χH̃′

que l’on décompose spectralement (les valeurs propres sont

identiques) :

K̃ = VΛV′

afin de reconstituer des coordonnées des colonnes :

ykα =

√
λα√
ρk

vkα
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Dualité lignes-colonnes

Une des propriétés fondamentales à la base de l’analyse de

correspondance est que K (m1 ×m1) et K̃ (m2 ×m2) peuvent

s’exprimer comme

K = CC′ K̃ = C′C

avec C = (cik) une matrice m1 ×m2 définie par

cik =
√

fiρk(qik − 1)

(Ce résultat s’obtient en remplaçant la formule de la dissimilarité du chi2 dans les

calculs de K et de K̃)
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Dualité lignes-colonnes : formule de transition

Avec un peu d’algèbre linéaire (décomposition singulière de C), il

est possible de trouver que :

V = C′UΛ−1/2 U = CVΛ−1/2

et donc que

ykα =

√
λα√
ρk

vkα =
1√
λα

m1∑
i=1

fiqikxiα

xiα =

√
λα√
fi
uiα =

1√
λα

m2∑
k=1

ρkqikykα

On les appelle les formules de transition.
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Dualité lignes-colonnes : le biplot

Les formules de transitions nous disent donc que, à un facteur 1√
λα

près, les cordonnées des colonnes sont les moyennes

pondérées des coordonnées des lignes, et vice-versa.

Cela veut dire que l’on peut représenter simultanément les lignes

et les colonnes et que cette représentation aura du sens.

On appelle cette représentation simultanée le biplot.
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Le biplot : exemple

score factoriel axe 1 (inertie relative: 51%)
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Le biplot : clés d’interprétation

L’interprétation du biplot se fait de la manière suivante :

• Le carré de la distance à l’origine est d’autant plus grand que

la catégorie est atypique.

• Le profil moyen est représenté à l’origine.

• Deux catégories-lignes (ou deux catégories-colonnes) dont les

coordonnées sont proches ont des profils similaires.

• L’attraction entre une modalité-ligne i et une

modalité-colonne k est proportionnelle au produit scalaire

entre leurs coordonnées, non pas à la proximité.
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Le biplot : clés d’interprétation

j

k

α=1

α=2

0 j

k

α=1

α=2

0

j
k

α=1

α=2

0
(I) (III) (IV)

j k

α=1

α=2

0
(II)

(I) Forte attractivité entre j et k .

(II) Attractivité encore plus forte : le produit scalaire a augmenté.

(III) Neutralité mutuelle.

(IV) Forte répulsivité mutuelle.
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Résumé ACP, MDS et AFC

ACP

• Nécessite un tableau de données centrées X c (n × p).

• Construit des facteurs, i.e. de nouvelles variables non-corrélées.

• Peut représenter les individus grâce aux coordonnées factorielles et

les variables grâce aux saturations (deux graphiques séparés).

MDS

• Nécessite une matrice de dissimilarité euclidienne carrée D (n × n) .

• Reconstruit des coordonnées de points.

AC

• Nécessite une table de contingence (m1 ×m2) .

• Reconstruit des coordonnées pour les lignes et des coordonnées

pour les colonnes dans le même graphique.
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Exemples



Termes-documents : partis politiques suisses

La matrice terme-documents, i.e. la table de contingence nik comptant le

nombre de fois que le mot i apparâıt dans le texte k, joue un rôle majeur en

statistique textuelle.

Un tout petit exemple est constitué par la brochure ≪ La Suisse vote en

couleur ≫ (Chancellerie fédérale, 2007), présentant les n = 14 partis représentés

au Conseil national (akz, ds, glp, lega, pcs, pdc, pev, pls, prd, pss, pst, udc, udf

et verts).

Après élimination des mots grammaticaux (de, le,...), identification des formes

masculines/féminines ou singulières/plurielles, réduction des formes verbales

conjuguées à l’infinitif, et sélection des termes apparaissant au moins quatre

fois dans le corpus, on aboutit aux p = 80 termes suivants :

sécurité, liberté, bénéficier, condition, solution, droit, tessin, développement, public, égalité, UE, domaine, social, action, formation, vie, énergie, entreprise, lutter,

salaire,solidarité, enfant, vert, famille, permettre, pays, vivre, créer, homme, etat, responsabilité, valeur, assurer, jeune, suisse, exiger, démocratique, travail, équilibre, canton,

faveur, paix, respect, démocrate, environnement, garantir, parlement, taxe, monde, parti, national, économique, protection, emploi, avs, engager, fédéral, femme, politique,

viser, société, service, conseil, ouvrir, avenir, humain, chrétien, travailler, indépendance, système, présent, préserver,libéral, rester, défendre, chance, fiscal, populaire, niveau,

économie.
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Termes-documents : partis politiques suisses

Cette table nik de taille 14× 80 comporte seulement

n•• = n = 565 mots. Les poids relatifs fi = ni•/n•• de chaque

document (=parti) vont de 0.05 pour udc à 0.10 pour pdc.

Il y a en tout r = min(14− 1, 80− 1) = 13 facteurs, chacun

exprimant une proportion λα/∆ de l’inertie, qui vaut

∆ = chi2 · n•• = 2.39.

Les deux premiers facteurs expriment seulement 27% de l’inertie.

Le chi2= 1347.9 est extrêmement significatif (p-valeur

= 4.95 · 10−11).
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Termes-documents : partis politiques suisses

Le biplot est le suivant (package FactoMineR de R) :
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Termes-documents : partis politiques suisses

En regardant uniquement les lignes

Premier facteur : opposition gauche-droite.

Deuxième facteur : opposition nationaliste-religieux ? 28



Termes-documents : partis politiques suisses

Les excentricités des partis Di0 =
∑13

α=1 x
2
iα, mesurant le carré de

leur distance totale au centre, vont de 1.18 pour pss (lexique le

moins atypique) à 3.98 pour lega (lexique le plus atypique).

Les parts d’inertie de chaque parti fiDi0 vont de 0.11 pour pss à

0.25 pour lega.

Par construction :∑
i

fiDi0 =
∑
α

λα = ϕ2 = 2.39
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Termes-documents : partis politiques suisses

A gauche : contributions u2iα de chaque parti i au facteur α, en

pourcents. Le total en colonne vaut 100% pour chaque α.

A droite : contributions s2iα de chaque facteur α au parti i . Le total

en ligne vaut 1 pour chaque i .
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Mode d’hébergement en vacances

Cette table de contingence donne m1 = 8 modes d’hébergement en

vacances (lignes) croisé avec m2 = 10 catégories

socioprofessionnelles pour 31’079 répondants (Goguel, 1965).

Les 2 premiers facteurs de l’AFC (sur un total de

r = min(8, 10)− 1 = 7 facteurs) expriment 75% de l’inertie ∆.
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Mode d’hébergement en vacances
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Formation des habitants du District de Lausanne

Table de contingence des formations achevées par les 169’836 habitants de plus

de 15 ans des 12 communes du District de Lausanne en 1996 (Source :

Micheloud (1996) www.micheloud.com/fxm/COR/index.htm)

Les 2 premiers facteurs de l’AFC (sur un total de r = min(12, 8)− 1 = 7

facteurs) expriment 93.4% de l’inertie ∆.
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Formation des habitants du District de Lausanne
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Occupation du sol en Valais

Les effectifs

nik = nombre d’hectares dans la commune i de type k

constituent une table de contingence croisant les i = 1, . . . , 84

communes valaisannes et les k = 1, . . . 18 types de sol (forêt dense,

forêt clairsemée,..., surfaces de transport).

Son AFC produit r = min(84, 18)− 1 = 17 facteurs en tout, dont

les 2 premiers expriment 59.3% de l’inertie.
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Occupation du sol en Valais

Le premier facteur exprime une opposition entre bâti (gauche) et montagnes

(droite).
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