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La loi des grands nombres et le
théoreme central limite



Calculs d’espérance et variance

Soit X une variable aléatoire, nous avons déja vu que si on considere la
nouvelle variable aléatoire suivante :

A=aX+b
On a alors :
E(A)=E(aX+b)=aE(X)+b
Var(A) = Var(aX + b) = a®Var(X)

Exemple : Si X = < somme de 2 jets de dés a 3 faces > et A=2X +1, on a

Cas (LD (12, 21)]13),31),22](@23),32]33)
Distribution : 3 2 z B
Valeurs de X 2 3 4 5 6
Valeurs de A 5 7 9 11 13

On a E(X) = 4 et Var(X) = 1.33. En faisant le calcul, on obtient bien
E(A)=2-4+1=09 et Var(A) = 2 . 1.33 = 5.33.
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Calculs d’espérance et variance

Si I'on a deux variables aléatoires X et Y, celle-ci peuvent étre liées,
c'est-a-dire qu'une réalisation consiste en un couple de valeurs (x,y).

Soit la variable aléatoire Z = X + Y/, on a alors :
E(Z)=EX+Y)=EX)+E(Y)
Var(Z) = Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X, Y)

Exemple : Si X = < somme des 2d3 >, Y = < produitdes2d3 >, Z=X+Y,ona

\ Cas [ ]2, 21)][@3).61)]22)](23).62]G3) |

| Distribution | I ] 2 | H ] 2 [
Valeurs de X 2 3 4 4 5 6
Valeurs de Y 1 2 3 4 6 9
Valeurs de Z 3 5 7 8 11 15

On a E(X) =4, E(Y) =4, Var(X) = 1.33, Var(X) = 5.78 et Cov(X, Y) = 2.67.
En faisant le calcul, on obtient bien
E(Z) =4+4=8
Var(Z) =133+578+2-2.67=12.44



Calculs d’espérance et variance

Si maintenant, on a n variables aléatoires Xi, ..., X,, on peut s'intéresser aux
deux variables suivantes :

e La somme des variables S, := ZJ'.’:I X;

. Y . 1 n
e La moyenne des variables X, := . ijl

X;
On aura

E(5) = D E(X)
E(X) =+ > E(X)

Var(S,) = Z Var(Xj) + » _ Cov(X;, X))

=t i#

Var)_( ZVar X)—i—ZCov
# Nnid__
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C'est un cas de figure complexe a calculer.



Les variables i.i.d.

Définition
Soient n variables aléatoires Xi,...,X,. On dit que ces dernieres
sont indépendantes et identiquement distribuées, abrégé

i.i.d., ssi:

e X; et X; sont indépendantes pour tous i, ;.

e Elles suivent la méme loi, X; ~ L.

Dans ce cas, toutes les variables possedent la méme espérance
E(X;) = u et la méme variance Var(X;) = o2. L'indépendance
assure que Cov(Xj, Xj) =0 pour i # j.

Une réalisation de ces variables aléatoire (xi,...,x,) peut étre vu

comme un échantillon de taille n contenant les valeurs d'une

variable (une colonne d'un jeu de données) pour n individus.



Calculs d’espérance et variance pour des

Soient n variables aléatoires X1, ..., X, i.i.d., avec E(Xj) = 1 et
Var(X;) = 2. Les variables aléatoires somme S, et moyenne X,
ont alors les espérances et variances suivantes :

2
E(S)) =nu E(Xa)=p  Var(S,) =no? Var(X,) = "7

La derniere égalité montre que la moyenne d’un échantillon a
une variance qui diminue proportionnellement avec la taille
de celui-ci.

En revanche, si I'on considére |'écart-type de la moyenne
Var(X,), ce dernier diminue selon -

NG
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Calculs d’espérance et variance pour des i.i.d. : simulations

Soient X; = <« résultat du j-eme tirage d'un d6 >. En effectuant
des simulations, on obtient :

600 -

IS
1}
3

Somme des tirages
Moyenne des tirages

N
S
3

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Nombre de tirages Nombre de tirages

5 simulations pour la somme et moyenne aprés n tirages.
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La précision d’'une moyenne

Exemples :

e Un thermométre a une précision de 1°C pour chaque mesure;
mesurer n = 100 fois une méme température et prendre la moyenne
des mesures permet d'améliorer la précision a 1°C/+/100 = 0.1°C.

e Si, dans un sondage d'opinion portant sur n = 100 personnes, la
précision de I'estimation (d'un vote < oui >, p.ex.) était de 10%,
alors I'extension du sondage a n = 1000 personnes permet de réduire

cette marge d'erreur 3 10%/,/1000/100 = 10%/+/10 = 3.2%.

En général, I'écart-type d'une moyenne diminue avec la taille n de
I'échantillon, mais comme 1/4/n seulement : il faut quatre fois plus
d'observations pour étre deux fois plus précis : I'augmentation de la

précision est possible, mais coiiteuse.
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La loi des grands nombres

Théoréeme : loi des grands nombres (informel)
Soitent X, ..., X, des variables i.i.d., avec E(X}) = p.

Pour n — oo, on a :

E(X,) — u

Var(X,) — 0

Ainsi, la moyenne empirique X, converge vers la moyenne

théorique L.
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Micro-description aléatoire et macro-description déterministe

Si chaque valeur individuelle X; peut étre difficile a prédire

(=< micro-description aléatoire =), la moyenne de n valeurs, pour n grand,
est a peu prés connue d'avance (<« macro-description déterministe ) :
bien que les caractéristiques individuelles sont pratiquement
impossibles a prédire, leur incidence globale moyenne peut faire
I'objet de prédictions.

e Le taux de mortalité annuelle sur les routes suisses peut étre prédit
assez précisément d'une année a |'autre, au contraire de I'identité
des futures victimes.

e Un casino sait qu'il fera du bénéfice sur une soirée comportant de
nombreux joueurs, alors que le gain ou la perte pour chaque joueur
individuellement est plus difficile a prévoir.
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La loi des grands nombres : simulations

U{1,2,3,4,5,6} N(5, 10) Exp(2)
20-
N

Moyenne des réalisations
I

50 160 150
Nombre de réalisations

La moyenne empirique des échantillons converge vers 3.5 pour
Ug12,3.456), 5 pour N(5,10) et 1/2 pour Exp(2).

Maintenant, qu'en est-il des lois de S, et X, ?
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Le théoreme central limite

Théoréme central limite (informel)

Soient Xi, ..., X, des variables i.i.d de loi quelconque avec
E(X;) = u et Var(X;) = o2

Pour n grand, on a :
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Le théoreme central limite

Pour n lancés d’'un d6

0.12-
0.15- 0.15- M (]
0.08-
@ 0.0~ °
£ E
8
3
3
o
0.05- 0.05- 004
0.00- o. o
i 2 3 4 5 6 io15 2 2% 3 35 4 45 § 55 6 1317 2 25327 3 74 4347 55357 6
Valeurs de la moyenne pour n=1 Valeurs de la moyenne pour n=2 Valeurs de la moyenne pour n=3
- 0.100- -
009-
0.075-
0.06-
0050~
003- 0.025-
0.00
1121518 3 222508 3 35 4 al2a's’s 5 525568 6 i1'aalalsi2'2'0'08332.668442.08055 55586 111235 82'2/2'7 /8503358 '0ia 2 3 84 8865 35.5.06
Valeurs de la moyenne pour n=4 Valeurs de la moyenne pour n=5 Valeurs de la moyenne pour n="
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Le théoréeme central limite : exemple d’application

Quelle est la probabilité d'obtenir 65 piles ou plus en 100 lancers d'une piéce ?

On peut modéliser le probleme avec X =< nombre de piles en 100 lancers > et
donc X ~ B(100,1/2). Il faudra alors calculer :

100
100\ 1
o= 35 (10) 1,
k=65
ce qui est long...

En revanche, si I'on pose

1 si pile au j-eéme lancé
Xj =
0 sinon

et que I'on note Xigo la moyenne sur les 100 lancés, notre probabilité sera alors :
P(X > 65) = P(Xiwo0 > 0.65)

UNIL | Université de Lausanne
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Le théoréeme central limite : exemple d’application

On peut alors approximer Xioo par une loi normale. Par le théoreme central

_ 1/4
X100 ~ 5,
100 ~ N (0 5, 100)

car Var(X;) = 3(1 — 1) = 1/4 (Loi de Bernouilli avec p =1/2). On a

limite, on aura

P(Xi00 > 0.65) = P (XIOO —-05 - 0.65 — 0.5)

0.05 - 0.05
= P()_(foo > 3)
=1- ¢(3) = 0.00135

La valeur exacte est 0.00176 (calcul numérique).
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Les lois dérivées de la loi normale




Les lois dérivées de la loi normale : pourquoi?

La plupart des distributions des indices statistiques (moyenne
empirique, chi2, F-ratio) calculés sur un échantillon sont des

dérivés de la loi normale (si n grand).

Il s'agira donc de comparer les valeurs obtenues sur I'échantillon

avec leur loi théorique.
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Les lois dérivées de la loi normale : formulation générale

La formulation générale de ces lois sera la suivante :
Soient g variables aléatoires Xi, X3, ..., X, i.i.d. suivant une loi

normale, i.e.
X ~ N(u,0?)

On va chercher la loi de la variable Y qui est définie avec
Y ~ (X1, X2,...,Xq)
ou f(X1,Xa,...,Xq) est une fonction particuliere des variables

originales.

UNIL | Université de Lausanne
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La loi du chi-carré

Définition
Soient g variable indépendantes X1, X, ..., X, avec
X; ~ N(0,1). La variable Y définie comme

Y =X+ X7+ . +X;

suit une loi du chi-carré a g degrés de liberté. On le note
Y ~ x*(q).

UNIL | Universite de Lausanne
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La loi du chi-carré

Fi(@) p% - Fi(z) xi
0.5 — k9 1.0
— k=3
0471 b4 0.8 —
— k=6 k=1
0.3 — kg 0.6 ko
| — k=3
0.2 0.4 —iea
— k=6
0.1 0.2 ko
0.0 " 0.0
0 1r 2 3 4 5 6 7 8 0o 1 2 3 4 5 6 7 87

Source : https://en.wikipedia.org/wiki/Chi-squared_distribution

e Son espérance est E(Y) = q.

e Sa variance théorique est Var(Y) = 2q.
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La loi du chi-carré : application

Le chi2 mesure la différence entre une table de contingence de
taille my x my et sa table théorique sous indépendance associée

lalB|c]| L AalB |c]|

Fil5]5 1|11 . F | 385]495|22]| 11
< chi2 —

214139 H | 315|405|181| 9

l7o]a]2 IEAERENES

Sous hypothése d’'indépendance entre lignes et colonnes, on
sait que :
chi2 ~ x?((my — 1)(mp — 1))



La loi du F

Définition
Soient Y7 ~ x?(q1) et Y2 ~ x?(g2) deux variables
indépendantes. La variable Z définie comme

_N/a
Y2 /g

suit une loi du F ou loi de Fisher a g; et g» degrés de liberté.
On le note Z ~ F(q1, q2).




La loi du

25 : : 1 :
d1=1, d2=1 —
d1=2, d2=1 ——
2 d1=5, d2=2 —— | 0.8 - B
d1=10, d2=1 ——
sl d1=100, d2=100 06 L
1 B 041 d1=1, d2=1 —— |
d1=2, d2=1 —
05 | 0.2 d1=5, d2=2 —— _|
S d1=10, d2=1 ——
- d1=100, d2=100
0 1 T 0 L Il | Il
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Source : https://en.wikipedia.org/wiki/F-distribution

e Son espérance est uniquement définie pour g, > 2 et est égale
Y — _9
aE(2)= s
e Sa variance théorique est uniquement définie pour g, > 4 et
2n§(n1+n2—2)
n1(n2—2)2(n2—4) :

est égale a Var(Z) =
UNIL | Université de Lausanne
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La loi du F : applications

Si I'on possede les réalisations d'une variable numérique X et d’une
variable catégorielle Y a m modalités sur un échantillon de n
personnes, alors le F-ratio s'obtient avec

varg(x)

. _m-1
Fi= varyy (x)
n—m

Sous hypotheése d’indépendance entre X et Y, on sait que :

F~F(m-1,n—m)

UNIL | Université de Lausanne
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Définition
Soient X ~ N(0,1) et Y ~ x?(q) deux variables indépendantes.
La variable S définie comme

X
VY/a
suit une loi du t ou loi de Student a g degrés de liberté. On
le note S ~ t(q).



La loi du t

0.40— T T T
0.35}
0.30f
0.25f
Z0.20} |

[

T owowow
o
LI

I
+
3

0.15p 1
0.101 1
0.05f 9

0.00 -4 —I2 IG I2 4 0.0 -4 -2 0

= ¥

N

X
Source : https://en.wikipedia.org/wiki/Student’27s_t-distribution
e Son espérance est égale a £(S) = 0.

e Sa variance théorique est uniquement définie pour g > 2 et est égale a
Var(S) = ﬁ.

e La loi de Student est utilisée un peu comme la loi normale, mais elle est
plus appropriée dans la cas ol on a un petit échantillon et que la

variance théorique est inconnue. Elle possede une variance plus élevée.

e Lorsque g devient élevé, elle s’approche de la loi normale centrée réduite.
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Estimations ponctuelles et
intervalles de confiance




Modeéles et observations

En étudiant les lois de probabilité, on se place du c6té des
modeles, en supposant que ceux-ci sont connus.

En réalité, seules les observations sont connues et le modeéle est

inconnu.

L’enjeu consiste a inférer le modele, c’est-a-dire le caractériser a

partir des observations.

Modeles
Population Q:v

Inférence

B

OXe>

Observations
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Variables aléatoires et échantillon

On peut supposer que notre échantillon xi, ..., x, contient des
réalisations de variables Xi,..., X, i.i.d. :

X, Xy, X5, X,

On pourrait vouloir estimer des parameétres théoriques des X;,

2

comme leur espérance 1 ou leur variance o<, a partir des

données de I’échantillon.
UNIL | Université de Lausanne
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Estimateur sans biais

D'une maniere générale, on aimerait définir un estimateur ¢ de la
manieére suivante :

O(x1,...,%n) = < calcul sur I'échantillon xq, ..., x, >

pour estimer un parameétre théorique ¢ des X;. On appelle cela,
I'estimation ponctuelle.

Notons que HA(XL ..., X,) est une variable aléatoire.

Une propriété importante de notre estimateur est qu'il devrait
vérifier
E(0(Xy,...,Xn)) =10

c'est-a-dire que ce soit un estimateur sans biais.

UNIL | Université de Lausanne
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Estimateur de I'’espérance

Si I'on prends la moyenne empirique de I'échantillon :

n
_ 1
X:*E Xi
n<
i=1

il s'agit d'une réalisation de la moyenne des variables

_ 1<
X,,:n;x,-
1=

aléatoires :

On a vu alors que :
E(Xn) = n

c'est donc d'un estimateur sans biais de I’espérance.

UNIL | Université de Lausanne
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Estimateur de la variance

La variance empirique de I'échantillon :

n

1 1o 1 < ’
=\2
var(x):;E (xi — ) :;E X7 — Eg X
i=1 i=1

i=1

est réalisation de la variable aléatoire V,,, définie par :

1 o 1<
vn:;ZX,?— ;Zx,-
i=1 i=1

On peut calculer que :

2

1
E(V,) = ”Ta2

c’est donc un estimateur biaisé de la variance théorique o2 (la

variance est sous-estimée).
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Estimateur non biaisé de la variance

Un estimateur non-biaisé de la variance théorique est donc :

n

ar(x) = — . —var(x) = — i o> (ki)

i=1

qui est une réalisation de —“5V},. On a alors bien :

n
E V, | = o?

UNIL | Université de Lausanne
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Principe des intervalles de confiance

La loi des grands nombres nous dit que la moyenne empirique

n
_ 1
XZ*E Xi
n <
i=1

est un bon estimateur de la moyenne théorique p, surtout si
I'échantillon est grand.

Seulement, en cas d'échantillon de taille limitée, on préférera
donner un intervalle autour de cette moyenne empirique qui
contiendra, avec une forte probabilité, la moyenne théorique.

UNIL | Université de Lausanne
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Principe des intervalles de confiance

Grace au théoreme central limite, on sait que la variable

1 n
X, = - ;x,-
1=

suit une loi normale avec :

aléatoire moyenne

Supposons, pour commencer, que |'on connaisse 0'2.
’ 1

UNIL | Université de Lausanne
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Taille de l'intervalle

D'un point de vue théorique, on peut donc trouver une distance d
telle qu'il y ait 95% de chances que variable X, soit a d ou
plus proche de p.

Trouver d, tel que P(u—d < X, < p1+ d) =95%

UNIL | Universite de Lausanne
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Taille de l'intervalle

Il s'agit un probleme de quantiles. Si U ~ N(0,1), on a:

P(—d® < U< d) =2®(d°) —1=0.95
®(d°) = 0.975

de = Ug.975

. . 2
Cette distance d est donc, sur la loi N(u, %) :

g g
d=-"—d° =
\/ﬁ \/ﬁu0975



L’intervalle de confiance

On a donc :
P(u g ——upg75 < Xp < pu+— u0975> =0.95
Vn vn
Ce qui veut dire que, par analogie :

= g
P (Xn — —=up.g75 < 1 < X + — u0975) =0.95
Vn Vn

UNIL | Universite de Lausanne
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Les intervalles de confiance : variance connue

Définition
Soit un échantillon xi, ..., x, issu de Xi,..., X, i.i.d avec loi inconnue,
oll 11 inconnu et 02 connue. Pour une erreur o (0 < o < 1), on a:

= (>‘<n — %U(lf%) << Xy + %“(13)) =1—«

I'intervalle

- - o
[X, —d, X, +d] avec d= ﬁu(l—%)

s'appelle I'intervalle de confiance (1 — «) pour la moyenne avec
variance connue.
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Les intervalles de confiance, variance connue : exemple

On sait que que la taille des femmes en suisse a une écart-type théorique de
o = 7. Soit notre échantillon avec n = 10 :

156, 160, 161, 162, 163, 165, 166, 168, 176, 177

avec X = 165.4.

Pour calculer I'intervalle de confiance 95% sur la moyenne, c'est-a-dire
a = 0.05. On commence par trouver :

U(l_%) = Up.975 = 1.96

On aura donc :

d= - tpors = ——1.06 = 4.34

vn V10

Ce qui veut dire que l'intervalle :
P(165.4 — 4.34 < 1 < 165.4 + 4.34) = P(161.06 < p < 169.74) = 95%
On a 95% de chances de trouver 1 dans [161.06,169.74].

UNIL | Université de Lausanne

38



Les intervalles de confiance : variance inconnue

En général, on ne connait pas o2 et on va I’estimer avec la

variance empirique s (biaisée) :

2
n n
2 1 2 1
ST = - X — | — Xj
n n
i=1 i=1

Dans ce cas, on préférera utiliser une loi de Student avec (n — 1)
degrés de liberté, qui prend en compte le fait que la variance
empirique sous-estime la variance théorique.

UNIL | Université de Lausanne
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Les intervalles de confiance : variance inconnue

Définition
Soit un échantillon xi,...,x, issu de Xi,..., X, i.i.d avec loi inconnue, avec
w et o inconnus. Pour une erreur o (0 < @ < 1), on a:

=1—«

sty - 1)

t(li%)[n— 1] < p < Xn +

s
P|x— ——
( 5 vn—1
ou s est I'écart-type empirique. L'intervalle

- - s
[%n — d, X, +d] avec d—ﬁt(l_%)[n—l]

s'appelle I'intervalle de confiance (1 — o) pour la moyenne avec variance

inconnue.
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Les intervalles de confiance, variance inconnue : exemple

On récolte le temps moyen par jour (en h) passé sur internet (durant les loisirs)
dans I'échantillon n = 15 suivant :

0.1,1.9,1.9,25,2.7,209,3.1,3.6,4.2, 4.7, 4.8, 5.0, 5.4, 6.4, 7.6

avec X = 3.79 et s = 3.49.

Pour calculer I'intervalle de confiance 95% sur la moyenne, c’est-a-dire
« = 0.05. On commence par trouver :

t(1—%)[” — 1] = to.o75[14] = 2.145

On aura donc :

s 3.49
d = —t 14] = —=2.145 = 2.00
va—1eoel= g

Ce qui veut dire que l'intervalle :
P(379 -2 < pu<379+2)=P(1.79 < u < 5.79) = 95%

On a 95% de chances de trouver u dans [1.79,5.79].
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Les intervalles de confiance : proportion

Définition
Soit un échantillon x, ..., x, issu de Xi, ..., X, variable binaires i.i.d.
avec P(X; = 1) = p inconnu. Pour une erreur o (0 < & < 1), on a:

P(f— @u(lf%)<p<f~l— @) =l-a

ou f = %Zix,- est la proportion empirique de 1. L'intervalle

f(1—f)
)

s'appelle I'intervalle de confiance (1 — ) pour une proportion.

[f—d,f+d] avec d=
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Les intervalles de confiance, proportion : exemple

On interroge 100 futurs votants d'une certaine initiative fédérale, et 58
personnes se déclarent favorables. On a donc n = 100 et f = 0.58.

On veut chercher I'intervalle de confiance 99% pour la vraie proportion p,
c'est-a-dire avec o« = 0.01. On commence par trouver :

”(17%) = Ug.995 = 2.58

On aura donc :

gy T e = 058042, 50 1073
n 100

Ce qui veut dire que l'intervalle :
P(0.58 — 0.1273 < p < 0.58 + 0.1273) = P(0.4527 < p < 0.7073) = 99%

On a 99% de chances de trouver p dans [45.27%,70.73%)].
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